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1 背景 吱

吱 背景

呎呁呃呁翼型是美国国家航空咨询委员会开发的一系列机翼的几何形状，

该翼型族在各个领域均得到广泛应用。一般地，对这些翼型的绘制通常可

以通过由各种在线翼型绘制软件输出的一系列坐标点来进行。这些坐标点

可以导入到各种呃呁呄软件中，并由平滑的曲线连接起来，从而得到目标翼

型。这样绘制的翼型可以满足大部分几何制图，建模和设计的要求。

然而，在参数化的建模和设计过程中，尤其是在通过计算机进行设计优

化时，可能需要模型具备受若干外部参数控制而自行调整的能力。在这样

的情况下，所绘制的翼型能够以参数化的方式进行连续变化就成为了必须。

在上述应用中，一般不能允许模型在重生成时重新从其他来源获取数据点，

并且少有呃呁呄软件具备这种能力。现今流行的呃呁呄软件一般无法处理翼型

绘制软件所使用的复杂的算法，故最可行的解决方案是使用翼型的方程式

来确定模型中的曲线。这种方法的另外一个优点是比较可靠，排除了使用

样条曲线拟合时定义不完全而可能出现的曲率反向情况，也避免了其他一

些可能的错误，如曲线中的微小间断点。

以建模软件呓呏呌呉呄呗呏呒呋呓为例，这个软件只允许绘制显性或参数方程

驱动的曲线，并且方程式中的所有系数必须都是确定的。一种更加高级的

建模软件，呃呒呅呏，允许使用者编写一些简单的算式来确定方程式中的系

数。然而，由于逻辑函数的欠缺，直接将翼型绘制算法编写于呃呁呄软件之

中仍然是不可行的。故为了达到前述的目的，比较好的解决方案是拥有一

套翼型曲线的显性表达式，其中的系数也均为几个控制参数的显性函数。

控制参数可以由外部程序或使用者直接调整，用来控制翼型的几何形状，

比如最厚点的位置，或是后缘的厚度。

本文介绍一组能够确定呎呁呃呁四位数对称翼型的变体的数学表达式。这

一组表达式的特点是通过正向代入几个控制参数，就可以得到系数完全确

定的翼型方程，并且在这个过程中不涉及逻辑函数。



2 四位NACA对称翼型的源定义 吲

吲 四位呎呁呃呁对称翼型的源定义

根据呎呁呃呁第吴吹吲号报告呛吱呝，呎呁呃呁四位数翼型的曲线形状可以藉由将y表

示为一个分段函数的方式予以变化。这个分段函数的分段点在翼型最厚

的x位置。

x 吽 t 呦呯呲 吰 ≤ t ≤ 吱 吨吱吩

y 吽

a0
√
t含 a1t含 a2t

2 含 a3t
3 呦呯呲 吰 ≤ t ≤ m

d0 含 d1吨吱− t吩 含 d2吨吱− t吩2 含 d3吨吱− t吩3 呦呯呲 m < t ≤ 吱
吨吲吩

其中m是控制翼型最厚点在弦线比例位置的参数，t是x和y表达式的参

数，变化区间是从吰到吱。

在呎呁呃呁第吴吹吲号报告的附录中，收录了一个表格，其中包括若干种变体

四位数翼型定义式的以上八个系数。然而，这种离散的列表表示法并不适

用于参数化建模和计算机辅助最优化过程对于模型连续变化的要求。另外，

在呃呁呄软件中也很难编写能够从若干组系数中选择一组的算法。接下来的

两节将会给出（对于任意选定的合理控制参数）确定这些系数的公式以及

翼型表达式的最终形式，第五节给出这些公式的理论推导过程。

吳 系数的决定式

下文使用如下所列的定义：

C 翼型的弦长

m 翼型最厚点的比例位置

T 翼型的比例厚度

D 翼型后缘的比例厚度

请注意，C是翼型绝对尺寸的唯一缩放参数。其他的三个参数都是比

例参数，他们的值限定在吰到吱之间（对于D的值有更严格的要求，参见第

六节）。
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系数d0

d0 吽
吱

吲
D 吨吳吩

系数d1

d1 吽 −吲.吵m4 含 吷.吱吶吶吷m3 − 吲.吷吲吵m2 含 吰.吵吰吳吳m含 吰.吱吵吵 吨吴吩

系数d3

d3 吽
−吰.吲 含 吨吱−m吩d1 含 吲d0

吨吱−m吩3
吨吵吩

系数d2

d2 吽
−d1 − 吳d3吨吱−m吩2

吲吨吱−m吩
吨吶吩

中间系数R

R 吽
吨吱−m吩2

吲d1吨吱−m吩− 吰.吶 含 吶d0
吨吷吩

系数a0

a0 吽 吰.吲吹吶吹 （对于正常的前缘弧度） 吨吸吩

中间系数β

β 吽
吱

R
含

a0
吴吨
√
m吩3

吨吹吩

系数a3

a3 吽
吰.吱− 1

2
a0
√
m含 1

2
βm2

m3
吨吱吰吩

系数 a2

a2 吽
吱

吲
β − 吳ma3 吨吱吱吩



4 表达式的最终形式 吴

系数a1

a1 吽 −
a0

吲
√
m

含 吳a3m
2 − βm 吨吱吲吩

将以上系数带入式吨吱吩和式吲，就得到单位弦长翼型上翼面的曲线。若要

得到完整的翼型曲线：

• 将式吨吱吩和式吲按照参数C进行缩放

• 将式吲按照 T
0.2
进行缩放

• 将后缘用直线连接起来

吴 表达式的最终形式

用以上的公式确定系数，并将表达式进行适当的缩放，可以将翼型表达

式写成如下的最终形式：

x 吽 Ct 呦呯呲 吰 ≤ t ≤ 吱 吨吱吳吩

±y 吽

CT
0.2

呛a0
√
t含 a1t含 a2t

2 含 a3t
3呝 呦呯呲 吰 ≤ t ≤ m

CT
0.2

呛d0 含 d1吨吱− t吩 含 d2吨吱− t吩2 含 d3吨吱− t吩3呝 呦呯呲 m < t ≤ 吱
吨吱吴吩

如果需要显性表达式：

±y 吽

CT
0.2

呛a0
√

x
C
含 a1

x
C
含 a2吨

x
C
吩2 含 a3吨

x
C
吩3呝 呦呯呲 吰 ≤ x ≤ mC

CT
0.2

呛d0 含 d1吨吱− x
C
吩 含 d2吨吱− x

C
吩2 含 d3吨吱− x

C
吩3呝 呦呯呲 mC < x ≤ C

吨吱吵吩

吵 对系数决定式的推导

本节展示上述系数决定式的推导过程。

请注意，由等式吨吱吩可见，x 吽 t，这一关系在下文中经常使用。
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吵吮吱 定义的性质

根据呎呁呃呁第吴吹吲号报告定义，四位对称翼型的变体由一组三次多项式分

段函数来表示（见等式吨吲吩）。容易看出，这是一个良好的定义，因为它总

是具备以下的性质：

吱吮 翼型曲线通过原点。

吲吮 翼型曲线在x 吽 吱听 y 吽 d0处终止，所以后缘的厚度只受d0一个系数的

控制。

吳吮 翼型曲线在x 吽 吰处，斜率是正无穷，也就是说：

呬呩呭
x→0

呤y

呤x
吽∞

这保证了翼型有一个圆润的前缘（除非系数a0取零值，在这种情况

下，翼型具备尖锐的前缘）。

吵吮吲 表达式的第一条件

由于翼型曲线由分段函数控制，为了保证两个y等式在t 吽 m处平滑衔接，

以下的条件必须得以满足：

吱吮 在t 吽 m处y 吽 吰.吱，也就是说，在x 吽 m时，翼型曲线达到指定的厚

度。由于翼型的厚度是一个全局的缩放系数，直接乘在y等式的前面，

在推导系数的决定式时，取常数吰.吱能够带来方便。为达到所需厚度

而进行的缩放可在之后进行。这是等式吨吱吴吩和吨吱吵吩中分母上有一个常

数吰.吲的原因。

吲吮 dy
dt

∣∣
x=m

吽 吰，也就是说，曲线在x 吽 m处达到极大值。

两个y等式都必须满足这些条件。
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吵吮吳 d2和d3系数的确定

考虑第二个y等式：

y 吽 d0 含 d1吨吱− t吩 含 d2吨吱− t吩2 含 d3吨吱− t吩3

呤y

呤t
吽 −d1 − 吲d2吨吱− t吩− 吳d3吨吱− t吩2

强制其满足吵吮吲节列出的条件，可以得到以下的方程组：d0 含 d1吨吱−m吩 含 d2吨吱−m吩2 含 d3吨吱−m吩3 吽 吰.吱

−d1 − 吲d2吨吱−m吩− 吳d3吨吱− t吩2 吽 吰

其中d0 吽
D
2
是选定的系数。解这一方程组可以得到等式吨吵吩和吨吶吩，这两个等

式将d2和d3用d0和d1加以表示。

吵吮吴 d1系数的确定

呎呁呃呁第吴吹吲号报告给出了五个离散的d1系数参考值。d1系数描述翼型曲

线在后缘处的角度，这可以由以下的关系看出：

呤y

呤x

∣∣∣∣
x=1

吽 −d1

d1的选定值必须能够保证在翼型曲线的后半段，不会出现曲率反向的情

况。对呎呁呃呁报告中给出的参考值进行四次多项式拟合，可以得到等式吨吴吩。

表吱列出呎呁呃呁报告中给出的d1参考值，以及在相应点由等式吨吴吩计算的值。

表 吱吺 d1系数的值

呭 呎呁呃呁报告中的d1 由等式吨吴吩计算的d1

吰吮吲 吰吮吲吰吰 吰吮吱吹吹吹吹吳吶

吰吮吳 吰吮吲吳吴 吰吮吲吳吳吹吹吰吹

吰吮吴 吰吮吳吱吵 吰吮吳吱吴吹吸吸吸

吰吮吵 吰吮吴吶吵 吰吮吴吶吴吹吸吷吵

吰吮吶 吰吮吷吰吰 吰吮吶吹吹吹吸吷吲
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由表吱可见，在吰.吲 ≤ m ≤ 吰.吶的范围内，等式吨吴吩的精度非常高。因此，

有理由猜测系数d1背后的数学关系可能是多项式形式的。然而多项式拟合

的可靠性有待商榷，这是本文所介绍的方法的一个缺陷。关于这一问题的

更多讨论，请参看第吶节。

吵吮吵 a0系数的确定

请注意，在等式吨吸吩中，系数a0的值是给定的。这一给定值并不是随意的。

a0的值与翼型曲线前缘的弧度有直接的关系。

在平面直角坐标系中，曲线的曲率半径由以下公式给出：

曲率半径 吽
吨吱 含 y′2吩

3
2

y′′

呷周呥呲呥 y′ 吽
呤y

呤x
听 y′′ 吽

呤2y

呤x2

在本文的情景下，有以下的关系：

y′ 吽
a0
吲
√
x
含 a1 含 吲a2x含 吳a3x

2

y′′ 吽 − a0
吴吨
√
x吩3

含 吲a2 含 吶a3x

将以上关系代入曲率半径公式，并取极限，可以得出：

呬呩呭
x→0

R 吽
a0

2

吲

因此，可以再多定义一个翼型曲线的控制参数，用来调整前缘的弧度，系

数a0的值可由这个参数直接得出，本文所提出的公式在一定a0范围内都是

可靠的（呎呁呃呁报告中测试的范围为吰至吰吮吵吱吴吲吴）。然而本文无意讨论前缘

弧度的变化。值得注意的是，a0的值必须是非负的。

吵吮吶 表达式的第二条件

在第二个y等式的系数都被确定了以后，可以开始确定第一个y等式的系

数。同样的方法在第一个y等式中仍然奏效：可以利用表达式的第一条件得
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到两个三元一次方程（注意a0的值是给定的，故在方程组中作常数处理）。y 吽 a0
√
m含 a1m含 a2m

3 含 a3m
3 吽 吰.吱

dy
dt

∣∣
t=m

吽 a0
2
√
m
含 a1 含 吲a2m含 吳a3m

2 吽 吰

现在得到了两个三元一次方程，必须再列出第三个方程，方能解出三个

未定系数的表达式。

在这种情况下，必须再引入一个第二条件：在t 吽 m处，两段翼型曲线的

曲率半径必须相等。

在x 吽 m处翼型曲线的曲率半径可以由第二个y等式（系数已知）来计

算。计算的过程是将以下的两个表达式代入曲率半径的定义。计算的结果

由等式吨吷吩给出。

呤y

呤t

∣∣∣∣
t=m

吽 −d1 − 吲d2吨吱−m吩− 吳d3吨吱−m吩2

呤2y

呤t2

∣∣∣∣
t=m

吽 吲d2 含 吶d3吨吱−m吩

在以上两个表达式中，d2和d3应该用等式吨吵吩和吨吶吩的关系，以d1和d0来表示。

应当注意，由于四个d系数现在都已确定，等式吨吷吩的R是一个常数R0。

由第一个y等式计算的x 吽 m点曲率半径由以下等式给出，且由于引入了

第二条件，必须等于R0：

R 吽
吱

− a0
4(
√
x)3

含 吲a2 含 吶a3x
吽 R0

上式可以整理成所需的第三个三元一次方程：

− a0
吴吨
√
x吩3

含 吲a2 含 吶a3x 吽
吱

R0

现在即可解方程组而得到a1，a2和a3，结果由等式吨吱吰吩，吨吱吱吩和吨吱吲吩给出。
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吶 以上表达式的一个缺陷

本文所阐述的方法包含一个缺陷：对于系数d1的确定并不可靠。呎呁呃呁第吴吹吲号

报告中并未提及其给出的d1参考值是如何获得的，只提到了d1的选择应当

保证曲率反向不会在后半段翼型曲线中出现。

如果曲率不出现反向的情况，在从x 吽 m到x 吽 吱的任意一点，曲率半径

的符号都必须与上一节所述R0的符号相同，也就是负值。故这一条件可以

被写成：

吨吱 含 y′2吩
3
2

y′′
< 吰 呦呯呲 m ≤ x ≤ 吱

呷周呥呲呥 y′ 吽 −d1 − 吲d2吨吱− x吩− 吳d3吨吱− x吩2听 y′′ 吽 吲d2 含 吶d3吨吱− x吩

可以猜测，以上的条件将会给出一个d1必须满足的不等式。然而，上述

条件非常难以用代数方法整理出关于d1的显性的不等式。必须注意到，以

上条件中包含了系数d2和d3，然而这两个系数与d0有关系。在呎呁呃呁第吴吹吲号

报告中，所给出的d1参考值只与m有关，这是因为其所研究的翼型都有固

定的（非常小）厚度的后缘，也就是说d0在该报告中是一个定值。二维翼

型理论中，可以证明，只有后缘非常尖锐的机翼才能产生可用升力，故该

报告未变化d0是有一定道理的。d0的变化会如何影响d1，尚不清楚，但应

该假设d0的变化有可能导致上述不等式不成立。故使用本文所阐述的参数

模型时，最好将d0固定在吰.吰吰吲（为呎呁呃呁报告中取值），若确需变化，应当

采用很小的幅度，并注意检查翼型的曲率。

后续的工作应当用数值的方法研究d0可变的范围，并将本文所述模型拓

展到二维非对称四位翼型。
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